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ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА КРЕМНИЯ ПРИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 

РАСПЛАВА ЭВТЕКТИЧЕСКОГО СИЛУМИНА В НЕОДНОРОДНОМ 

ПЕРЕМЕННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
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Магнитогорский государственный технический университет им. Г.И. Носова, Магнитогорск, Россия 

Аннотация. В статье описана реализованная на практике физическая задача, связанная с кристаллизацией рас-

плава эвтектического силумина (АК12М2Мг) в переменном неоднородном магнитном поле, генерируемом со-

леноидальным коротким индуктором. Экспериментально установлено, что при действии на кристаллизующий-

ся расплав любого вида магнитных полей последние изменяют термодинамические и кинетические параметры, 

описывающие процесс зародышеобразования и их рост при кристаллизации. Результаты исследований показа-

ли, что неоднородные магнитные поля существенно диспергируют кремний по объему закристаллизованного 

слитка. Важную роль в этом играют процессы диффузии и конвекции в кристаллизующемся расплаве эвтекти-

ческого силумина. Для более глубокого понимания механизмов развития процессов диффузии и конвекции 

кристаллизующегося расплава эвтектического силумина в переменном неоднородном магнитном поле разрабо-

тана комплексная математическая модель, которая включает в себя уравнения диффузии, учитывающие кон-

центрационные, термические и полевые потоки избыточного кремния, а также уравнения теплопроводности, 

уравнения магнитной гидродинамики и электромагнитные уравнения Максвелла. Представлено решение одно-

го уравнения диффузии из системы диффузионных уравнений, обусловленного избыточным кремнием на гра-

нице кристалл-расплав. Данное решение позволило рассчитать скорость роста пластин кремния и их толщину. 

Ключевые слова: силумин, диффузия, неоднородное переменное магнитное поле, кремний, математическая 
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MATHEMATICAL MODELING OF SILICON HEAT AND MASS 
TRANSFER PROCESSES DURING CRYSTALLIZATION OF EUTECTIC 
SILUMIN MELT IN A NON-UNIFORM ALTERNATING MAGNETIC 

FIELD 

Dubsky G.A., Misheneva N.I., Dolgushin D.M., Nefediev A.A., Mavrinsky V.V. 

Nosov Magnitogorsk State Technical University, Magnitogorsk city, Russia 

Abstract. The paper describes a practically implemented physical problem related to the crystallization of a eutectic 
silumin melt (AK12M2Mg) in a non-uniform alternating magnetic field generated by a short solenoidal inductor. Ex-
perimental results demonstrate that the application of magnetic fields of various types to a crystallizing melt alters the 
thermodynamic and kinetic parameters governing nucleation and the growth of nuclei during crystallization. The re-
search results have demonstrated that non-uniform magnetic fields significantly disperse silicon throughout the volume 
of the solidified ingot. Diffusion and convection processes occurring in the crystallizing eutectic silumin melt play a 
crucial role in this effect. For a deeper understanding of the mechanisms governing diffusion and convection in the crys-
tallizing eutectic silumin melt under a non-uniform alternating magnetic field, a comprehensive mathematical model has 
been developed. This model includes diffusion equations accounting for concentration, thermal, and field-driven fluxes 
of excess silicon, as well as heat conduction equations, magnetohydrodynamic equations, and Maxwell’s electromag-
netic equations. A solution to one of the diffusion equations from the system of diffusion equations, associated with 
excess silicon at the crystal-melt interface, is presented. This solution has made it possible to calculate the growth rate 
and thickness of silicon plates. 

Keywords: silumin, diffusion, non-uniform alternating magnetic field, silicon, mathematical model, silicon diffusion 
fluxes, microstructure 
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Введение 

Традиционные способы литья заготовок и изде-
лий в различные формы чаще всего не дают возмож-
ности получать отливки с заданной микроструктурой 
и требуемым объемным распределением примесей и 
легирующих добавок, что снижает качество получае-
мых изделий. 

В настоящее время в литейном производстве для 
получения литых заготовок и изделий с заданными 
технологическими свойствами используют различные 
способы внешнего силового воздействия на кристал-
лизующийся в кристаллизаторах расплав металла или 
сплава. Чаще всего для этой цели используют физи-
ческие поля, посредством которых воздействуют на 
кристаллизующийся расплав, не меняя его химиче-
ский состав. Наибольшее распространение получили 
различного вида магнитные поля: постоянные; посто-
янные неоднородные; импульсные и непрерывные 
синусоидальные.  

Результат воздействия этих полей на кристалли-
зующийся расплав различен. Так, все виды магнит-
ных полей изменяют энергетическое состояние рас-
плава, которое характеризуется термодинамическим 

потенциалом Гиббса, величина которого при наличии 
магнитного поля возрастает при всех температурах 
расплава [1-3]. Это связано с тем, что энтропия рас-
плава в магнитном поле понижается за счет парамаг-
нетизма Паули, а внутренняя энергия возрастает.  

Данное изменение потенциала сдвигает темпера-
туру фазового равновесия (S→L) в сторону еѐ увели-
чения. В связи с чем возрастает температура пере-
охлаждения, связанная с размером критического за-
родыша, скоростью возникновения центров кристал-
лизации и их линейной скоростью. Таким образом, с 
помощью воздействия магнитных полей на кристал-
лизующийся расплав можно управлять процессами 
кинетики и термодинамики формирования зѐренной 
структуры кристаллизующегося слитка. Проведенные 
исследования в этом направлении описаны в работах 
[4, 5] и других исследованиях [6, 7]. Совершенно оче-
видно, что управление термодинамикой и кинетикой 
на начальном этапе процесса кристаллизации распла-
ва не является достаточным условием формирования 
технологического слитка, так как возникшие центры 
кристаллизации должны расти, а для этого необходи-
мо организовать приток дополнительных атомов к 
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ним из расплава, что осуществляется за счет диффу-
зии или конвективного переноса.  

Конечно, возможны и бездиффузионные процес-
сы кристаллизации, но данная статья не о них.  

Как показывает практика литья заготовок, диф-
фузионными потоками и конвекцией в кристаллизу-
ющемся расплаве можно управлять с помощью ско-
рости его охлаждения. Но при традиционном способе 
литья в заданную форму скорость охлаждения рас-
плава определяется теплофизическими свойствами 
формы и практически остается постоянной [8]. В этих 
условиях влиять на диффузионные и конвективные 
потоки можно посредством различных по виду маг-
нитных полей, воздействующих на кристаллизую-
щийся расплав. 

Так, при использовании импульсных и синусои-
дальных магнитных полей реализуется индукцион-
ный метод возбуждения пондеромоторных магнит-
ных сил, посредством которых возможно заставить 
определенные объѐмы жидкого металла двигаться в 
нужном направлении, то есть осуществить переме-
шивание кристаллизующегося расплава сплава, а 
также изменять его диффузионные параметры. 

Объектом нашего исследования являлся эвтекти-
ческий силумин АК12М2Мг, кристаллизующийся 
расплав которого подвергался воздействию различ-
ных по виду магнитных полей: 

– постоянного неоднородного; 
– импульсного; 
– переменного (синусоидального). 
Как показала практика проведения исследований 

по выявлению влияния различных по природе маг-
нитных полей на физико-механические свойства ука-
занного силумина, не всегда удается реализовать не-
обходимые экспериментальные методы, позволяю-
щие непосредственно наблюдать модифицирующее 
действие магнитных полей на интересующие нас 
свойства [9]. 

Эти ограничения, как правило, связаны с ограни-
ченными финансовыми возможностями, а также ма-
териальными и временными ограничениями. Обна-
деживающим методом исследования является метод 
математического моделирования исследуемого про-
цесса - процесса кристаллизации расплава эвтектиче-
ского силумина в переменном неоднородном магнит-
ном поле. 

Цель данной работы – для теоретического описа-
ния диспергирования кремния в кристаллизующемся 
расплаве силумина в магнитном поле построить ма-
тематическую модель тепло- и массопереноса, спо-
собную связать процесс диспергирования с парамет-
рами действующего переменного неоднородного 
магнитного поля. 

Реализация данной математической модели поз-
волит: 

– получить количественные характеристики ука-
занных явлений и процессов, а также рассчитать ход 
реального процесса; 

– выявить скрытые закономерности и предсказать 
новые эффекты; 

– изучить сложные объекты или процессы, над 
которыми невозможно проведение эксперимента; 

– сократить время изучения реального объекта и 
сроки проектирования нового объекта, снизить мате-
риальные затраты. 

Стадии и механизмы кристаллизации 

эвтектического силумина 

В эвтектическом силумине кристаллизация фаз 

происходит в несколько стадий: 

1. Выделение первичного кремния. За счѐт разно-

сти температуры кристаллизации алюминия и крем-

ния кристаллизация кремния начинается первой. 

2. Образование зон жидкости алюминия, сильно 

обеднѐнных кремнием, вокруг кристаллов первично-

го кремния. Это создаѐт условия для зарождения 

псевдопоперечных зѐрен дендритов альфа-твѐрдого 

раствора. 

3. Кристаллизация эвтектики. На этой стадии 

обычно происходит формирование механического 

раствора алюминиево-кремниевой эвтектики. 

Механизмы образования эвтектического силуми-

на следующие: 

– рост полной эвтектики происходит за счѐт по-

очерѐдной кристаллизации Si и -фазы. Так, при ро-

сте кристаллов -фазы за счѐт ограниченной раство-

римости кремния в ней кремний оттесняется расту-

щими кристаллами и скапливается около фронта кри-

сталлизации, обогащая кремнием близлежащие слои 

жидкости; 

– при дальнейшем обогащении атомами кремния 

появляется возможность образования кристалла 

кремния, от которого впоследствии вырастает вторая 

пластинка кремния; 

– по мере кристаллизации Si вокруг него раствор 

обогащается атомами алюминия и вновь становится 

возможным образование кристаллов -фазы и еѐ кри-

сталлизация с оттеснением атомов кремния на фронт 

кристаллизации и т.д. 

На указанную последовательность кристаллиза-

ции очень сильно влияет, например, скорость охла-

ждения расплава. Так, добавляя или отводя тепло, 

можно изменить пропорцию между суммарным объ-

ѐмом кристаллических фаз в эвтектической точке. Но 

самым существенным фактором, влияющим на про-

цесс формирования структуры эвтектики при задан-

ной температуре охлаждения, является внешнее воз-

действие на расплав магнитными полями различного 

вида [10]. Очень важно, что это воздействие не меня-

ет химический состав кристаллизующегося расплава 

эвтектики. 

При кристаллизации эвтектического силумина 

диффузионные процессы играют существенную роль 

в формировании фаз. Эти процессы влияют на рас-

пределение компонентов между фазами, что опреде-

ляет форму и размеры кристаллов алюминия и крем-

ния. Исследования в данном направлении до сих пор 

актуальны. 
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Математическая модель диспергирования  

кремния 

В данной работе предлагается математическая 

модель тепло- и массопереноса кремния в кристалли-

зующемся эвтектическом силумине, находящемся в 

переменном неоднородном магнитном поле. Магнит-

ное поле создаѐтся коротким соленоидом, таким, что 

его высота составляет одну треть высоты тигля с рас-

плавом силумина (рис. 1). 

 

Рис. 1. Упрощѐнная схема установки, включающая  

в себя кристаллизатор, совмещенный  

с аксиальным переменным неоднородным 

магнитным полем 

Fig. 1. A simplified unit scheme that includes a crystal-

lizer combined with an axial non-uniform alter-

nating magnetic field 

Данная схема позволяет реализовать наличие не-

однородности переменного магнитного поля и со-

здать индукционные токи, взаимодействующие с соб-

ственным полем, что порождает пондеромоторные 

магнитные силы, действующие на кристаллизующий-

ся расплав. 

Рост кристалла будем считать неравновесным 

процессом, тогда одномерная диффузия избытка 

кремния относительно равновесной в расплаве опи-

сывается с учѐтом независимости каждого вида диф-

фузионного потока следующими уравнениями: 
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Для решения этой задачи дополнительно необхо-

димы уравнения теплопереноса на фронте кристалли-

зации и уравнения электродинамики для расчѐта 

grad(B
2
). 

Проанализируем указанные в (3) диффузионные 

потоки, возникающие на фронте кристаллизации в 

одномерном случае. 

1. Концентрационный диффузионный поток из-

быточного кремния на фронте кристаллизации ni: 
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где Di – коэффициент диффузии кремния; ni – кон-

центрация кремния на фронте кристаллизации. 

2. Термодиффузионный поток избытка кремния 

относительно его равновесной концентрации в рас-

плаве: 
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где DTi – коэффициент термодиффузии; 
T

x




 – гради-

ент температуры вблизи фронта кристаллизации. 

3. Поток, обусловленный действием неоднород-

ности переменного магнитного поля [5] за счѐт гра-

диента квадрата индукции магнитного поля: 
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где χ – магнитная восприимчивость расплава; μ0 – 

магнитная постоянная. 

При реализации всех перечисленных механизмов 

диффузии в нужном направлении, без учѐта стимули-

рованной переменным магнитным полем конвекции, 

суммарный поток интересующих нас атомов (ионов) 

будет: 
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j D grad B

x TD x kT





  
    

          

(7) 

где 
0

iQ

kT
i

D D e


  – коэффициент концентрационной 

диффузии; Qi – энергия активации диффузии. 

Наличие двух знаков (±) перед коэффициентом 

диффузии 
0

2

i

B

D
D

kT




   связано с тем, что диффун-

дирующие ионы (атомы) могут быть как парамагнит-

ными, так и диамагнитными. Первые – втягиваются 

полем, а вторые – выталкиваются из него. 

Термодиффузия примечательна тем, что не толь-

ко величина, но и знак коэффициента термодиффузии 

DTi зависит от характера взаимодействия атомов 

(ионов) расплава между собой. 

Это связано с тем, что сечение взаимодействия 

диффундирующих ионов (атомов) в расплаве зависит 

от относительной скорости растворителя, то есть 

σ = σ(v), а это приводит к тому, что средняя длина 
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свободного пробега растворѐнных атомов есть функ-

ция скорости: 

 
 

0

1
.v

n v





                              

(8) 

Пусть функция распределения растворѐнных 

атомов – f(v, τ), где τ = τ(x) – параметр, который зави-

сит от координаты x. 

Тогда поток этих частиц через плоскость x = 0 

будет 

 

0

, 1
.

3

n fv
j dv

n x





  


                      

(9) 

После интегрирования получим 

0

1
,

3

v v
j n

n x 


 



 
 
                        

(10) 

где угловые скобки обозначают усреднение по рас-

пределению Максвелла атомов (ионов) в перегретом 

расплаве. 

Полагая, что 
0

const
i

i

n
C

n
  , получим 

,
3

i

Т

C T d v dT
j

dT T x
 


                     

(11) 

где 

2

0

.
3

i

T

C T d v
D

n dT T
 

                       

(12) 

Проанализируем знак DT в формуле (12). 

Пусть 
1

~ .
v


  

1. При β < 1 (или равно нулю, если считать, что 

атомы в расплаве твѐрдые шарики) DT < 0. 

Поток частиц направлен по (
dT

dx
). 

2. При β > 1 (например, для электронов или ионов 

в плазме 
1

~v
r
, а 

4

1
~

v
 ) имеем DT > 0 и поток ча-

стиц направлен против градиента температуры. 

3. При β = 0, 1
v

T
  и 0

T
D 

.
 

Поскольку термодиффузионный поток атомов 

(ионов) пропорционален градиенту температуры, то 

он существенен только в начале кристаллизации, но 

по мере роста закристаллизованного слоя 
T

x




 – убы-

вает и термодиффузия также убывает, не внося, по-

видимому, существенного вклада в общий диффузи-

онный поток, особенно на позднем этапе кристалли-

зации слитка. 

Если считать, что указанные в данной математи-

ческой модели диффузионные потоки зависимы и 

есть перекрестные компоненты, то аналитического 

решения предлагаемой совокупности систем уравне-

ний, скорее всего, получить вряд ли возможно. 

Однако если допустить, что указанные потоки 

(4)-(6) независимы, то есть каждый протекает так, как 

бы других нет, то задачу возможно решить для каж-

дого потока, а далее просуммировать их действие на 

механизм отвода избыточного кремния от фронта 

кристаллизации. 

Исходя из указанного допущения, нестационар-

ный процесс диффузии кремния от фронта кристал-

лизации к расплаву можно описать следующей си-

стемой уравнений для одномерного случая: 

 

 

 
 

2

2

2

2

2 2
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, 13.1
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t x

с D T

t T x
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t kT x
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

 


 
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

 

 
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 
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

 
где 1

i in iT iB
с с с с     – избыток кремния (относи-

тельно концентрации в расплаве с

) на фронте кри-

сталлизации  x t ; Cin – избыток концентрации 

кремния вблизи фронта кристаллизации; Di – коэф-

фициент диффузии в расплаве. 

Схема распределения концентрации кремния в си-

стеме кристалл-расплав силумина АК12М2Мг пред-

ставлена на рис. 2. Фронт кристаллизации плоский. 

cрав

c  

cкр

X

К
р
и
ст
ал
л

Расплав

x=ξ(t)

cкр < c  
 

Рис. 2. Зависимость концентрации кремния  

от координаты в системе кристалл-расплав  

с плоским фронтом кристаллизации 

Fig. 2. Dependence of silicon concentration  

on coordinate in a crystal-melt system with a flat 

crystallization front 

Концентрационная составляющая диффузии 

кремния от фронта кристаллизации из расплава опи-

сывается уравнением (13.1) с граничными условиями: 
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 1) lim , ;
i

x

с x t c





 

(14) 

  2) , ;
i ravn

c t t c 
 

(15) 

  3) , ,
i kr

c x t t c 
 

(16) 

где ξ(t) – координата движущейся границы формиру-

ющейся кремниевой пластины. 

Решение данной задачи имеет следующий вид: 

   

 

2

2

4

,

2

2
,

1

i

i rav

x

i D t

i

c x t c c c

D t x
e erfc

x D t

e erfc




 


 





   

  



 

 
 
 
 

               

(17) 

где   2
i

t D t  ; β = const.  

Аналогичное решение приводится в работе [6]. 

Постоянная β есть корень трансцендентного уравне-

ния: 

    
2

2
2 1 ,

rav

rav kr

c c
F e erfc k

c c


    


    


   

(18) 

где  
2

erfc e d




 





   – табулированная функция. 

График функции (18) приведѐн на рис. 3. 

 

Рис. 3. График зависимости F(β) 

Fig. 3. Dependence graph F(β) 

Для примера проведѐм расчѐты скорости роста 

кремниевого зерна (пластины) при скорости охла-

ждения 
град

1,1
с

dT

dt
 , реализуемой в эксперименте 

при получении термографической кривой плавление-

охлаждение. 

 
 

.
i

Dd t
v t

dt t


 

                      

(19) 

Коэффициент диффузии кремния в расплаве 

алюминия 8 м
5 10

с
i

D


 
 
 
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


 


 тогда 

 
4

50,15 2, 24 10
3 10 м/с.v t

t



 
    

Толщина пластинки («иголки») кремния будет 

  6
30 10 мv t t


    . 

Экспериментальные измерения средней толщины 

«иголок» (торцов пластин) на фотографиях шлифов 

даѐт 6

exp
20 10 м


  , что находится в хорошем согла-

сии с теоретическим расчѐтом. 

Следующее уравнение из системы уравнений (13) 

описывает изменение термодиффузионного потока в 

пространстве и времени. Учитывая, что уравнение 

теплопроводности для одномерного случая 

2

2
,

i

T T
a

t x

 


                              

(20) 

уравнение (13.2) можно представить в следующем 

виде: 

iT iT
с D T

t Ta t

 


 
,                             (21) 

где а – температуропроводность жидкой фазы.  

Из (21) следует, что  

 

ln 0,
iT

iT

D
с T

t a


 



 
 
                     

(22) 

то есть выражение в скобках не зависит от времени 

остывания расплава. Таким образом, изменение кон-

центрации кремния вблизи фронта кристаллизации 

определяется только перегревом расплава, а именно 

 ln 1 .
iT

iT

D
с T

a
   

                   
(23) 

Исходя из (23), можно сделать следующий вывод: 

с ростом толщины затвердевшего слитка, температу-

ра перегрева расплава падает, а значит, уменьшается 

термодиффузионный поток. 

Третья составляющая общего потока избыточно-

го кремния определяется производной по координате 

от характера изменения неоднородного магнитного 

поля вблизи фронта кристаллизации, а временно е 

изменение данной концентрации находится из урав-

нения (13.3). 

В работе [5] была решена задача о поведении Br и 

Bz для неоднородного магнитного поля и показаны 

графически законы изменения индукции магнитного 

поля по радиусу r и осевой линии z аксиальной ци-

линдрической системы тигель-индуктор. 

Потоки избыточного кремния будут следовать за-

конам изменения r
B

r




 и Z

B

z




 с учѐтом того, что ионы 

кремния диамагнитные – они будут выталкиваться в 

область уменьшения градиента индукции магнитного 

поля. 
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Выводы  

1. В пределах сделанных нами допущений разра-

ботана математическая модель, позволяющая описать 

поведение трѐх диффузионных потоков различной 

природы. 

2. Решена задача для концентрационной диффу-

зии избыточного кремния вблизи фронта кристалли-

зации. 

3. Следствием данного решения является расчѐт 

скорости формирования кремниевой фазы и толщины 

кремниевых «иголок». 

4. Показано, что термодиффузионный поток из-

быточного кремния определяется величиной перегре-

ва расплава относительно закристаллизованного слоя. 

Дальнейшее развитие предложенной математиче-

ской модели будет продолжено, так как не описано 

влияние Θ-пинч-эффекта на рассмотренные диффу-

зионные процессы. 
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