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Аннотация. Постановка задачи (актуальность работы). Процедура порошкового напыления широко исполь-

зуется в различных отраслях. Она позволяет в разы увеличить срок службы изделия, защить его от абразивного 

воздействия, повысить и улучшить функциональные свойства. Экпериментально установлено, что уменьшение 

размерности напыляемых частиц позволяет добиваться равномерного покрытия. Поэтому возникает необходи-

мость в разработке соответствующих математических формул, которые позволяют моделировать процесс 

напыления на поверхность предельно мелких частиц. Цель работы. Разработать математический подход, кото-

рый позволит моделировать процесс напыления на поверхность предельно мелких частиц. Используемые ме-

тоды. Стереологическая формула для булевой модели случайного множества. Теория вероятностей, метод 

Монте-Карло. Новизна. С помощью стереологической формулы получена оценка средней площади квадрата, 

не покрытой круглыми частицами в ходе их напыления. Результат. Построена математическая модель множе-

ства точек, закрытых напыляемыми на поверхность единичного квадрата частицами сферической формы  

радиусом r(m) при m∞. Определена зависимость площади покрытия от радиуса напыляемых частиц и их ко-

личества при пуассоновском потоке заданной интенсивности. Получена оценка средней площади квадрата, не 

покрытой частицами в ходе напыления. Проведен сравнительный анализ полученной оценки с оценкой средней 

доли незакрытой площади квадрата, вычисленной методом Монте-Карло. Практическая значимость. Полу-

ченные результаты могут быть использованы при моделировании процесса напыления предельно мелких ча-

стиц на поверхность биоимплантатов. Используемая модель может быть использована для решения задачи о 

перколяции, а именно при определении вероятности соединения противоположных сторон квадрата через неза-

пыленные каналы, что также является предметом исследования в технологических процессах. 

Ключевые слова: порошковое напыление, метод Монте-Карло, пуассоновский поток, средняя площадь непо-

крытия 
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Abstract. Problem Statement (Relevance). The powder spraying is widely used in various industries. It allows to sig-

nificantly increase the service life of the product, protect it from abrasive effects, and enhance its functional properties. 

Experimentally, it was found that reducing the size of the sprayed particles makes it possible to achieve a uniform coat-

ing. Therefore, it is necessary to develop appropriate mathematical formulas that make it possible to simulate the pro-

cess of spraying extremely fine particles onto the surface. Objectives. The work is aimed at developing a mathematical 

approach that will allow simulating the process of spraying extremely fine particles onto the surface. Methods Applied. 

The authors have used a stereological formula for a Boolean model of a random set, probability theory, and Monte Car-

lo method. Originality.Using a stereological formula, an estimate of the average square area uncoated by round parti-

cles during spraying hass been obtained. Result. A mathematical model has been constructed of a set of points covered 

by spherical particles of radius sprayed onto the surface of a unit square r(m) at m∞. The dependence of the coating 

area on the radius of the sprayed particles and their number at a Poisson flow of a given intensity is determined. An es-

timate of the average square area uncoated by particles during spraying is obtained. A comparative analysis of the ob-

tained estimate with the estimate of the average fraction of the uncoated area of the square calculated by the Monte Car-

lo method is carried out. Practical Relevance. The results obtained can be used in modeling the process of spraying 

extremely fine particles onto the surface of bioimplants. The model used can be applied to solve the percolation prob-

lem, namely, to determine the probability of connecting opposite sides of a square through dust-free channels, which is 

also a subject of research in technological processes. 

Keywords: powder spraying, Monte Carlo method, Poisson flow, average uncoated area 
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Введение 

Обработка поверхности изделий и отдельных его 

деталей различными видами порошкового напыления 

используется для достижения необходимых свойств в 

их последующей эксплуатации. Известны различные 

методы нанесения покрытий распылением: металли-

зация, газопламенное и плазменное напыление [1]. 

Наносимое покрытие и изделие представляют собой 

систему, свойства которой зависят от многих факто-

ров (материал покрытия и изделия, метод и режимы 

нанесения покрытия, толщина покрытия и т.д.) [2–6]. 

По сравнению с окрашиванием порошковое нанесе-

ние имеет ряд преимуществ, а именно оно, уменьшая 

количество технологических ошибок, требует сни-

женные энергетические затраты, допускает возмож-

ность автоматизации процесса и минимальные эколо-

гически вредные выбросы при нанесении, обеспечи-

вает высокое качество покрытий [1]. 

В целом процедура защиты поверхности, напри-

мер, металлического изделия за счет порошкового 

напыления от коррозии, абразивного воздействия и 

осаждения солей позволяет в разы увеличить срок его 

службы, что подчеркивает актуальность данного во-

проса исследования как в технологическом, так и 

практическом плане. В другом случае, например при 

обработке биокопозиционных покрытий, которые 

используются в медицине, отдельной задачей являет-

ся поиск оптимального размера напыляемых частиц. 

В этом случае обрабатываемая поверхность имеет 

большую пористость, например, биоактивные им-

плантаты обладают развитой морфологией поверхно-

сти и открытой пористостью (при общей пористости 

35–50 %) [7]. В работах [8, 9] установлено, что 

уменьшение размерности напыляемых частиц за счет 

применения сит в этом случае позволяет получить 

покрытие с равномерной структурой. Но при этом 

данные результаты получены исключительно в ходе 

натурных экспериментов, что само по себе является 

дорогостоящим занятием. Поэтому возникает необ-

ходимость в разработке соответствующих математи-
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ческих формул, которые позволяют моделировать 

процесс напыления на поверхность предельно мелких 

частиц. 

В настоящей работе математически моделируется 

процесс порошкового напыления и исследуется зави-

симость площади покрытия от радиуса напыляемых 

сферических частиц и их количества.  

Используется булевская модель случайного множе-

ства [10, 11], на которой рассматривается случайное 

множество точек, определяемое пуассоновским пото-

ком заданной интенсивности на единичном квадрате, 

к которым приклеены центрами круги фиксированно-

го радиуса. Эта, ставшая уже классической, формула 

продолжает использоваться в современных приложе-

ниях последних лет [12]. С помощью стереологиче-

ской формулы вычисляется средняя площадь квадра-

та, не покрытая кругами. Производится численный 

анализ булевской модели случайного множества ме-

тодом Монте-Карло. 

Методы исследования 

Рассмотрим процесс напыления конечного числа 

частиц сферической формы на поверхность единичного 

квадрата .S  В работе [5] получена стереологическая 

формула оценки средней площади квадрата, не покры-

той кругами, 
2

= exp( )S r  при фиксированных , .r  

Эта формула нашла многочисленные практические 

применения, включая самые современные [7]. 

Рассмотри случай, когда = ( ),S S m  .m    Обо-

значим ( )r m  радиус круга напыляемых частиц с 

пуассоновского потока интенсивности ( )m , коорди-

наты центра которых имеют равномерное распреде-

ление на отрезке 1].;[0  

Утверждение. Если 1/3
( ) = , ( ) = ,m m r m Rm


  то 

1/3 2
( ) = exp( ) 0, .S m m R m    При этом средний 

объем всех шаров равен 

3
4

3

R
 и не зависит от m.  

Из утверждения видно, что увеличивая ,m  можно 

добиваться устремления ( )S m  к нулю (рис. 1), что 

может быть использовано для улучшения качества 

напыления в порошковой металлургии. 

Замечание 1. Обобщения в этой модели возмож-

ны, если выбрать ( )r m  в виде ( ) = ,r m Rm
  1 / 3.   

При этом средний объем напыляемых шаров, а зна-

чит, и средняя толщина покрытия единичного квад-

рата 

3 1 3
4

3

R m






будут увеличиваться с ростом m.  

 a      б 

 в      г 

Рис. 1. Пример напыления частиц для 4,0=R : a – m = 1; б – m = 10; в – m = 100; г – m = 1000 

Fig. 1. Example of particle spraying for 4,0=R  and a is m=1 б is m=10 в is m=100 г is m=1000 
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Полученное замечание может быть использовано 

для оценки средней толщины покрытия, которая яв-

ляется важным фактором при эксплуатации обрабо-

танного покрытия в агрессивной среде [1, 2]. Рас-

смотренную задачу с напылением шариков на плос-

кий квадрат можно обобщить на одномерный случай. 

Положим, что на единичный отрезок помещаются 

точки пуассоновского потока интенсивности   и к 

каждой точке приклеивается центром отрезок длины 

2 .R  Тогда средняя суммарная длина S  множества 

точек, не попавших в эти отрезки, вычисляется по 

формуле = exp( 2 ).S R    

Замечание 2. Если ( ) = ,m m   

( ) = , 0 < < 1,r m m R



  то 1

( ) = exp( 2 ) 0,S m m R


   

.m    При этом средняя суммарная длина всех от-

резков будет увеличиваться с ростом m, как 
1

2 .Rm


   

Полученные результаты и их обсуждение 

Для инженерной практики необходима проверка 

данного утверждения с помощью численных методов 

(метода Монте-Карло) и сравнительного анализа 

( )S m  с оценкой ( )m  средней доли незакрытой пло-

щади квадрата .S  Оценка строится путем набрасыва-

ния в квадрат K  с произвольной стороной равномер-

но распределенных на квадрате точек, каждая из ко-

торых проверяется на принадлежность к описанным 

Nm  кругам и определяется количество ( )D m  этих 

точек, не вошедших ни в один из кругов. Тогда при 

K   отношение ( ) = ( )m D m K  будет несмещенной 

и состоятельной оценкой средней площади множе-

ства точек, не вошедших ни в один из Nm  кругов ра-

диусом ( ).r m  

Вычислительный эксперимент заключается в сле-

дующей процедуре. На квадрат белого цвета S  уже 

не с единичной стороной 10 см наносим Nm  точек 

со случайными координатами (10 ;10 ),x y  где yx,  

задаются датчиком случайных чисел с равномерным 

распределением на отрезке [0,1].  Каждая точка явля-

ется центром черного круга радиусом ,=)(
1/3

Rmmr  

характеризующего частицу напыляемого порошка. 

Затем методом Монте-Карло строится оценка )(m  

средней доли незакрытой площади квадрата .S  Про-

цедура повторяется при целых = 1, 2,m  для вы-

бранного начального радиуса R  и начального коли-

чества напыляемых частиц .N  

Были проведены вычислительные эксперименты 

для = 0,2, 0,3, 0, 4, 0,6R  с начальным числом точек 

100=N  и 1.=  Получена оценкой 

|,)()(=| mmS   которая для всех рассмотренных 

случаев < 0,019.  Подтверждено, что при m    

множество Nm  кругов радиусом ( )r m  почти образует 

так называемый «черный квадрат» Малевича, в качестве 

примера представлена часть расчетов (см. таблицу). 

Таблица. Результаты вычислений для = 0, 2R  и 

= 0, 6R  

T a b l e . Calculation results for = 0, 2R and = 0, 6R  

R = 0,2 см R = 0,6 см 

m S(m) ρ(m) Δ m S(m) ρ (m) Δ 

5000 0,11662 0,12010 0,00348 1 0,32272 0,31670 0,00602 

10000 0,06671 0,06570 0,00101 2 0,24052 0,25150 0,01098 

15000 0,04509 0,04240 0,00269 3 0,19571 0,21450 0,01879 

20000 0,03301 0,03050 0,00251 4 0,16608 0,15230 0,01378 

25000 0,02536 0,02540 0,00004 5 0,14458 0,16260 0,01802 

30000 0,02015 0,02160 0,00145 6 0,12808 0,14400 0,01592 

35000 0,01640 0,01650 0,00010 7 0,11493 0,11720 0,00227 

40000 0,01360 0,01370 0,00010 8 0,10415 0,09920 0,00495 

45000 0,01145 0,01280 0,00135 9 0,09513 0,09390 0,00123 

50000 0,00976 0,00840 0,00136 10 0,08746 0,09720 0,00974 

55000 0,00840 0,00990 0,00150 20 0,04642 0,05230 0,00588 

60000 0,00730 0,00870 0,00140 30 0,02977 0,03120 0,00143 

65000 0,00639 0,00700 0,00061 40 0,02090 0,02220 0,00130 

70000 0,00563 0,00570 0,00007 50 0,01551 0,01670 0,00119 

75000 0,00499 0,00460 0,00039 60 0,01194 0,01110 0,00084 

80000 0,00445 0,00460 0,00015 70 0,00946 0,01350 0,00404 

85000 0,00398 0,00430 0,00032 80 0,00765 0,01040 0,00275 

90000 0,00358 0,00360 0,00002 90 0,00629 0,00750 0,00121 

95000 0,00323 0,00270 0,00053 100 0,00525 0,00580 0,00055 

Заключение 

Приведенные формулы и результаты вычислений 

показывают, что, используя булеву модель случайного 

множества и метод Монте-Карло, можно ставить и 

решать различные задачи оценки качества напыления в 

зависимости от размеров напыляемых частиц. Наравне 

с этим, полученный результат может быть использован 

в решении задачи о перколяции, а именно при опреде-

лении вероятности соединения противоположных сто-

рон квадрата незапыленными каналами, что вызывает 

отдельный интерес в исследованиях и разработках вы-

сокоточных цифровых изделий. 
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