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Аннотация. Постановка задачи (актуальность работы). Токарная обработка является одним из основных ме-

тодов обработки тел вращения. Вибрации во время точения могут серьѐзно нарушить целостность поверхности, а 

вместе с тем наравне с такими параметрами процесса, как состояние режущей кромки обрабатывающего инстру-

мента, скорость процесса обработки, подача, глубина резания, формируют морфологию поверхности и, главным 

образом, шероховатость и волнистость поверхности. Для определения и прогнозирования параметра волнистости 

необходимо знать такой параметр вибраций, как амплитуда автоколебаний. Амплитуда автоколебаний является 

составляющим параметром уравнения стойкости режущего инструмента и может быть получена путѐм решения 

дифференциального уравнения. Однако для решения этого уравнения необходимы значительные вычислительные 

ресурсы. В этой связи эффективным является разработка и использование аналитических подходов для решения 

дифференциального уравнения. Цель работы. Разработать аналитический подход для определения величины ав-

токолебаний на основе уравнения коэффициента изменения стойкости резца при чистовом точении. Используе-

мые методы. Получены некоторые уравнения для амплитуды колебаний в зависимости от скорости резания, ча-

стоты колебаний и показателя относительной стойкости резца, а также определены и описаны их решения относи-

тельно амплитуды в виде корней полиномов. Новизна. В работе предложен подход для определения волнистости 

поверхности путѐм аналитической оценки амплитуды автоколебаний в зависимости от режимов резания. Экспе-

риментальная проверка предложенного подхода производилась на шкивах бесступенчатой трансмиссии. Резуль-

тат. Предложена математическая зависимость технологического обеспечения качества поверхностного слоя дета-

лей клиноремѐнной трансмиссии, формируемого в процессе токарной обработки, которая позволяет прогнозиро-

вать высотные параметры волнистости в зависимости от изменения частоты вращения шпинделя, подачи и скоро-

сти резания. Практическая значимость. Исследование направлено на повышение качества обработки и создание 

на поверхности детали микропрофиля с регулярной волнистостью, что позволит уменьшить время обработки пу-

тем снижения количества технологических операций. 
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ANALYTICAL STUDY ON THE CHARACTERISTICS OF TOOL  

DURABILITY AND SELF-OSCILLATIONS DURING PULLEY TURNING 

Generalova A.A., Nikulin A.A., Bychkov D.S. 

Penza State University, Penza, Russia 

Abstract. Problem Statement (Relevance). Turning is one of the main methods of machining bodies of rotation. Vibra-
tions during turning can seriously disrupt the integrity of the surface, and at the same time, along with such process pa-
rameters as the state of the cutting edge of the machining tool, the speed of the machining process, feed, and cutting 
depth, form the morphology of the surface, and, mainly, roughness and waviness of the surface. To determine and pre-
dict the waviness parameter, it is necessary to know such vibration parameter as the amplitude of self-oscillations. The 
amplitude of self-oscillation is a component parameter of the equation of cutting tool durability and can be obtained by 
solving the differential equation. However, solving this equation requires significant computing resources. In this re-
gard, it is efficient to develop and use analytical approaches to solve the differential equation. Objectives. The research 
is aimed at developing an analytical approach to determine the value of self-oscillations based on the equation for the 
coefficient of change in cutting tool durability during finishing turning. Methods Applied. The authors obtained some 
equations for the amplitude of oscillations depending on cutting speed, the frequency of oscillations and the index of 
relative durability of the cutting tool, and determined and described their solutions for the amplitude in the form of pol-
ynomial roots. Originality. The paper proposes an approach for determining waviness of the surface by analytical esti-
mation of the amplitude of self-oscillations depending on the cutting modes. The proposed approach was experimental-
ly tested on the pulleys of a continuously variable transmission. Result. The paper describes a proposed mathematical 
relation of the technological quality assurance for the surface layer of the V-belt transmission components formed dur-
ing turning to predict the height parameters of waviness depending on the change in the spindle speed, feed and cutting 
speed. Practical Relevance. The research is aimed at improving the quality of machining and forming a microprofile 
with regular waviness on the surface of the part, contributing to a reduction in machining time by reducing the number 
of technological operations. 
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Введение 

Проблема повышения качества изделий и произ-

водительности обработки современных материалов 

тесно связана с вопросом устойчивости процесса ре-

зания. Возникающие в процессе резания вредные не-

управляемые автоколебания (вибрации) приводят к 

резкому снижению точности обработки, ухудшению 

качества поверхности, снижению циклической проч-

ности и надѐжности обрабатываемых деталей. С дру-

гой стороны, использование таких колебаний с по-

стоянной оптимальной амплитудой в ряде случаев 

может способствовать улучшению обрабатываемости 

и повышению качества обработанной поверхности. 

Первыми крупными работами, положившими 

начало углубленному исследованию вибраций при 

резании металлов, явились работы Дроздова Н.А. [1], 

Каширина А.И. [2] и А.П. Соколовского [3]. Несмот-

ря на различный подход к причинам возникновения 

вибраций, авторы теоретически и экспериментально 

доказали, что при резании металлов имеет место ав-

токолебательный процесс. Автоколебания влияют на 

интенсивность износа и прочность режущего инстру-

мента, на точность, волнистость и шероховатость 

обработанных поверхностей [4]. С увеличением ам-

плитуд автоколебаний пропорционально ухудшаются 

параметры шероховатости, растѐт высота волнисто-

сти Wz обработанной поверхности. Волнистость по-

верхности изучена менее всего, хотя сведения о ней 

встречаются в технической литературе очень давно. 

Она занимает промежуточное положение между от-

клонениями формы и шероховатостью.  

В научной литературе можно встретить ряд фор-

мул, в которых установлена функциональная связь 

между волнистостью поверхности и амплитудой ав-

токолебаний. При механических методах обработки 

на образование волнистости в общем случае оказы-

вают влияние следующие факторы [5, 6]: исходное 

состояние поверхностного слоя обрабатываемой заго-

товки H1; биение заготовки и инструмента H2; гео-

метрия режущего инструмента и кинематика его 

движения H3. В зависимости от методов и условий 

обработки степень влияния этих параметров на свой-

ства волнистости будет различной. Средняя высота 
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волнистости Wz, формирующейся на поверхности при 

токарной обработке, может быть вычислена путем 

суммирования случайных величин по следующей 

формуле: 

2 2 2

1 2 31,2 ,zW H H H                   (1) 

где Wz – высотный параметр волнистости, мкм; H1 – 

исходное состояние поверхностного слоя обрабаты-
ваемой заготовки; H2 – биение заготовки и инстру-
мента; H3 – геометрия режущего и инструмента и ки-
нематика его движения. 

В исследовании Лопоток Т.С. [7] приведена зави-
симость для волнистости поверхности Wz примени-
тельно к технологическому процессу врезного ци-
линдрического шлифования с выхаживанием:  

 0 

180
1 cos 1 ,zW C s

y

   
     

   
              (2) 

где 
0 C  – амплитуда главного колебания, мкм; s – 

число оборотов при врезном цилиндрическом шли-
фовании с выхаживанием; y – знаменатель рацио-

нальной дроби, отвечающий за целое число оборотов. 

Соколовский А.П. [3] в результате проведѐнных 
экспериментов и расчѐтов получил адекватные мате-
матические модели, отображающие зависимость вы-

соты волнистости среднеарифметического отклоне-
ния профиля от интенсивности автоколебаний: 

1 223,5 15,5 3,2 ,zW X X                    (3) 

где X1=[(A-60)/45,5] мкм; X2=[(f-600)/200] Гц. Зависи-
мость Соколовского справедлива для процесса фрезе-
рования концевыми фрезами. 

В результате многочисленных эксперименталь-
ных исследований по измерению параметров волни-
стости поверхности и частоты автоколебаний при 
токарной обработке Жарковым И.Г. [8] получена эм-

пирическая зависимость средней высоты волнистости 
Wz от амплитуды автоколебаний A [6]: 

λ
,Wz

z WzW С A                              (4) 

где 
WzС  – динамический коэффициент, зависящий от 

твѐрдости обрабатываемого металла; λWz
 – динами-

ческий коэффициент, определяющий процесс струж-
кообразования при точении и фрезеровании, зависит 
от химического состава металла.  

Коэффициенты 
WzС  и λWz

 некоторых марок ста-

лей представлены в табл. 1. 
Проведѐнный обзор литературных источников 

показал, что исследователи единогласно сходятся во 
мнении, что основным параметром для определения и 
прогнозирования такого параметра качества поверх-

ности, как волнистость, является параметр амплиту-
ды автоколебаний при обработке. 

Таблица 1. Значения коэффициентов 
WzС  и λWz

 [6] 

T a b l e  1. Values of coefficients 
WzС  and λWz

 [6] 

Обрабатываемый  

материал 

(в соответствии 

с ГОСТ РФ) 

Коэффициент 

WzС  

Коэффициент 

λ
Wz  

08Х15Н5Д2Т 1,33 0,96 

12Х18Н9Т 1,26 0,94 

Сталь 40 1,24 0,93 

Сталь 45 1,22 0,91 

 

Амплитуда и частота являются основными характе-

ристиками вибрационных процессов. Эти характеристи-

ки прежде всего зависят от массы, жесткости и демпфи-

рования системы. Кроме этого, эти характеристики яв-

ляются основными функциями режущего процесса. 

Подходы к определению параметров автоколеба-

ний весьма разнообразны. Они могут базироваться на 

проведении натурных экспериментов с использова-

нием измерительного оборудования в процессе то-

карной обработки. Также широкое распространение 

получили методы, связанные с имитационным моде-

лированием. В то же время во многих исследованиях 

отмечается, что возникающая амплитуда автоколеба-

ний не имеет постоянного численного значения, то 

есть постоянно изменяется. В связи с чем необходимо 

производить численные расчеты для определения 

фактического значения амплитуды колебаний в зави-

симости от режимов резания [6, 9].  

Существуют различные подходы для экспери-

ментального определения амплитуды колебаний в 

процессе обработки, они отличаются способами и 

точностью полученных результатов. В работах  

[10-12] рассматривается экспериментальный подход, 

при котором колебания фиксируются с помощью 

датчиков непосредственно в процессе обработки. 

Преимуществом данного метода является высокая 

точность результатов, так как результаты снимаются 

фактически. В работе [13] рассматривается экспери-

мент, при котором учитывается не только амплитуда, 

но и частота колебаний. В работах [14-16] использу-

ются сравнительный и экспериментальный подходы, 

преимуществом является снятие колебаний с широ-

ким диапазоном частот в реальном времени. 

В работах [17-19] рассматривается моделирова-

ние процесса обработки, преимуществом которого 

является визуализация процесса и снятие параметров 

колебаний в процессе всего цикла обработки. В науч-

ных работах [20, 21] обосновано использование низ-

кочастотных колебаний, представляющих собой ком-

плексное вибрационное воздействие на процесс реза-

ния с принудительным удалением твердой стружки с 

верхней части резца и предотвращением ее образова-

ния, обеспечивая при этом наличие заданной шерохо-

ватости обрабатываемой поверхности и увеличение 

периода стойкости резца. 
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Математическая модель формирования автоколе-

баний в процессе резания подробно рассмотрена в 

работе С.Л. Леонова и А.Т. Зиновьева [22]. Их модель 

позволяет прогнозировать автоколебания и рассчиты-

вать процесс резания на устойчивость. Однако для 

этой модели необходимо определить еѐ коэффициен-

ты: приведенную массу, демпфирование и жесткость 

отдельных элементов технологической системы [6]. 

В работе [23] применяется численный подход (в 

основе лежит параметр стойкости инструмента) для 

определения амплитуды колебаний, преимуществом 

является учет всех возможных факторов, которые 

могут повлиять на колебания, недостатком является 

применение данной методики только для комбиниро-

ванного инструмента при сверлении и фрезеровании, 

для точения применить невозможно. 

В работах [24, 25] рассматривается аналитиче-

ский подход для вычисления амплитуды колебаний, 

преимуществом такого подхода является то, что 

учтено значительное количество фактором, которые 

могут повлиять на обработку. 

В современных статьях и диссертациях рассматри-

ваются колебания заготовки и инструмента при обра-

ботке деталей с продольной подачей (либо с попереч-

ной при обработке торцов детали). При обработке ко-

нических деталей (например, шкивов) резец движется 

в двух плоскостях. В этом случае продольная подача 

должна рассматриваться в совокупности с поперечной, 

и результирующим значением является их векторная 

сумма. При этом характер колебаний кардинально ме-

няется, а именно присутствуют колебания по двум 

осям, которые накладываются друг на друга и образу-

ют микрорельеф на детали сложного геометрического 

профиля. Поэтому адаптирование автоколебательного 

процесса позволит существенно улучшить показатели 

процесса резания путѐм проектирования режущего 

инструмента, рассчитанного на этот процесс, а также 

отсутствие методик и математических моделей, учи-

тывающих автоколебания на стадии разработки техно-

логического процесса обработки. 

Для прогнозной оценки необходимо будет уста-

новить аналитические зависимости параметров авто-

колебаний от режимов точения. Довольно трудно 

точно сказать, какие эффекты будут приоритетными 

для того, чтобы сделать определенные допущения и 

построить адекватную теоретическую зависимость. В 

качестве основы было решено использовать эмпири-

ческую модель для износостойкости инструмента в 

зависимости от параметров резания. Это необходимо 

для определения взаимосвязей выбранных парамет-

ров точения, а именно скорости резания, подачи и 

времени обработки, с возникающими автоколебания-

ми для создания прогнозной оценки работы инстру-

мента и параметров качества поверхности. 

Материалы и методы исследования 

Исследования показывают, что период стойкости 

режущего инструмента в значительной степени опре-

деляется вибрациями при резании. Первым, кто ука-

зал на важность изучения колебаний при резании ме-

таллов, был Ф. Тейлор [26]. В своѐм крупном науч-

ном труде (1907 год) по резанию металлов он так ото-

звался о явлениях вибрации при резании металлов: 

«Вопрос относительно возникновения вибрации дро-

жания резцов представляется самым тѐмным и самым 

тонким из всех, с которыми приходится иметь дело 

рабочему. При обработке отливок и поковок самых 

разнообразных форм нельзя установить никакого 

правила или формулы, руководствуясь которыми ра-

бочий мог бы брать наибольшую подачу и глубину 

резания, не опасаясь дрожания». Тейлор отметил, что 

увеличение глубины резания оказывает минимальное 

влияние на срок службы инструмента, увеличение 

подачи влияет чуть больше, а наиболее важным фак-

тором является высокая скорость резания [26].  

Стойкость и производительность инструмента в 

значительной мере определяется уровнем интенсив-

ности автоколебаний. Снижение стойкости происхо-

дит за счѐт циклического изменения нагрузки и ско-

ростного режима, которые действуют напрямую на 

режущую кромку. На рис. 1 приведены кривые, кото-

рые демонстрируют влияние колебаний на скорость 

резания и интенсивность износа [27].  

Изменение стойкости в течение одной волны ко-

лебаний (с частотой колебаний f и периодом одного 

колебания 1/f) соответствует отношению площадей 

под кривыми 1 и 2 (рис. 1, а). 

Кривая 1 на рис. 1, а представляет изменение 

скорости резания за один период колебаний, а прямая 

2 соответствует скорости резания в отсутствие коле-

баний. Интенсивность износа при резании в отсут-

ствие колебаний, соответствующая скорости ν0, пред-

ставляется тангенсом наклона прямой OL (рис. 1, б), 

где ОВ – период роста износа; ВС – период спада из-

носа; СС1 – период возрастания износа (предшествует 

участку OB); OL – динамика износа при резании в 

отсутствие колебаний; BM – касательная, наклон ко-

торой характеризует динамику износа на участке с 

наибольшей скоростью резания; CK – касательная, 

наклон которой характеризует динамику износа при 

минимальной скорости резания. С увеличением дей-

ствительной скорости резания происходит увеличе-

ние интенсивности износа до значения, определяемо-

го точкой В. Здесь скорость резания v максимальна, 

соответствующая ей интенсивность износа, представ-

ленная наклоном касательной ВМ, тоже максимальна. 

Дальнейшее уменьшение скорости резания уменьша-

ет интенсивность износа до величины, характеризуе-

мой касательной СК, угол наклона которой меньше, 

чем угол наклона линии OL. Это означает, что 

уменьшение скорости резания при отрицательной 

полуволне колебаний уменьшает интенсивность из-

носа. В результате в процессе резания в течение од-

ного цикла колебаний инструмент на некотором 

участке получает износ I1, больший, чем износ I при 

скорости ν0. 
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а б 

Рис. 1. Кривые динамики скорости резания и износа резца: а – графики скорости резания за один период  

колебаний: кривая 1 – динамика скорости резания при резании с колебаниями (за один период  

колебаний); прямая 2 – динамика скорости резания в отсутствие колебаний; б – кривые износа  

резца за один период колебаний 

Fig. 1. Curves of trends in cutting speed and cutting tool wear: а are graphs of cutting speed for one period  

of oscillations; curve 1 is a trend in cutting speed when cutting with oscillations (for one period of oscillations);  

straight line 2 is a trend in cutting speed without oscillations; б are curves of cutting tool wear for one period 

of oscillations 

Способность режущего инструмента сохранять 

работоспособными свои контактные поверхности и 

лезвия называют стойкостью инструмента, а время, в 

течение которого это происходит, – периодом стой-

кости. Зависимости между скоростями резания v и 

периодом стойкости инструмента следующие [13, 24, 

26, 28, 29]: 

0

0

,v

m

C
v

T
                                   (5) 

,v
B m

B

C
v

T
                                  (6) 

где v0 – скорость «спокойного» резания, мм/мин; vB – 

скорость резания при колебаниях, мм/мин; Cv – ко-

эффициент, зависящий от механических свойств об-

рабатываемого и инструментального материалов, 

геометрии резца и т.д.; T0 – стойкость инструмента 

при спокойном резании, мин; TB – стойкость инстру-

мента при колебаниях, мин. 

Из зависимостей (5) и (6) можно получить соот-

ношение стойкостей инструмента: 
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где m – показатель относительной стойкости, харак-

теризующий влияние стойкости на скорость резания. 

Следовательно, изменение стойкости ТВ инстру-

мента при колебаниях по сравнению со стойкостью 

инструмента Т0 при спокойном резании определяет-

ся выражением для коэффициента изменения стой-

кости n:  
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                                (8) 

где f – частота колебаний, Гц; n – коэффициент изме-

нения стойкости; t – время резания, мин. 

Учитывая, что скорость 
0v  не изменяется во вре-

мени, площадь под ней является прямоугольником со 

сторонами  
1

0
mv  и 

1
t

f
 , следовательно, интеграл в 

знаменателе можно записать по формуле 
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                  (8а) 

Интеграл в числителе является площадью под 

периодической функцией осциллирующей относи-

тельно положения равновесия ν0, то есть 

  0 0,06 sin 2π .B

d
v v A f t

dt
       Дифференциал пе-

риодической функции нужен для того, чтобы при 

интегрировании остался чистый синус без дополни-

тельных множителей, искажающих заданную ампли-

туду. Коэффициент 0,06 – это коэффициент перевода 

амплитуды колебаний из мм/с в м/мин, то есть 
60

.
1000

 

Тогда интеграл принимает следующий вид: 
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          (8б) 

где А – амплитуда, мм. 
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Подставив зависимости (8а) и (8б) в уравнение 

(8), получим математическую зависимость для коэф-

фициента изменения стойкости n: 
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           (9) 

В данной статье предлагается аналитический 

подход для решения уравнения определения коэффи-

циента изменения стойкости n и амплитуды автоко-

лебаний A. 

Приведение уравнения показателя изменения  

стойкости от тригонометрического вида  

к виду с использованием рядов 

Первым шагом для решения уравнения (9) запи-

шем его с использованием бинома Ньютона [30], сде-

лав замену 
1

.q
m

  Тогда получим 
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где q, k – биномиальные коэффициенты. 

Учитывая, что интеграл суммы равен сумме инте-

гралов, а также что биномиальные коэффициенты не 

зависят от переменной интегрирования и их можно 

вынести за знак интеграла, получаем общую формулу 

для вычисления коэффициента изменения стойкости: 
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        (9б) 

Величина  0

q k
v


 также не зависит от переменной 

интегрирования (от t), поэтому еѐ можно вынести за 

пределы интеграла и внести под сумму коэффициент 

перед суммой 
 0

1
q

v
. После соответствующих упро-

щений формула принимает вид 
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Вынесем коэффициенты за знак интеграла, так 

как они не зависят от переменной интегрирования: 
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В данном случае можно воспользоваться форму-

лой редукции степени [31] для вычисления подынте-

гральной части и переписать исходное равенство для 

коэффициента изменения (избытка/недостатка) стой-

кости в следующем виде, подставив пределы инте-

грирования и сократив подобные: 
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 (9д) 

Здесь можно заметить, что в сумме участвуют 

только четные степени, а нечетные «обнуляются»: 
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Меняя границы суммирования, оставим суммиро-

вание лишь по четным степеням: 
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Скобки вида     означают округление до бли-

жайшего меньшего целого. 

Далее запишем уравнение для n через гамма-

функцию Эйлера ( )  [32]: 
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В случае гамма-функции известно решение через 

элементарные функции для гамма-функции с полуце-

лым аргументом: 
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Вместе с биномиальными коэффициентами 
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Получение формулы приближенного  

вычисления членов ряда 

Для некоторых задач удобно пользоваться при-

ближенным вычислением данных членов ряда, это 
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потенциально сокращает время и ресурсы ЭВМ, для 

получения приближенного равенства представим 

члены последовательности в виде произведения двух 

частей (множителей): 

– рациональной части, представленной дробью 

с целыми числами в числителе и знаменателе 
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q
P q k

q k k
 

 
 

– иррациональной части, представленной дро-

бью с иррациональностью 
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Прологарифмируем отдельно иррациональную 

часть из уравнения (9к): 

2

0 0

60 2π 60 2π
ln 2 ln .

1000 1000

k

A f A f
k

v v

       
      
      

 

Прологарифмируем отдельно рациональную 

часть из уравнения (9к): 
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Для рациональной части уравнения раскроем ло-

гарифмы и после преобразования получим:  
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В данном случае для приближѐнного вычисления 

факториала и гамма-функции удобнее использовать 

формулу Муавра-Стирлинга [33], в результате можно 

получить приблизительное равенство для логарифма 

рациональной части: 
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Так как 2k  всегда четное,  
2

1 1
k

   для любого 

k, то этот логарифм соответствует следующему при-

ближенному равенству: 
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Получение уравнения амплитуды автоколебаний  

из уравнения показателя изменения стойкости 

Определение и измерение коэффициента измене-

ния стойкости n обычно производится опытным пу-

тѐм. Главным образом, данный коэффициент зависит 

от обрабатываемого металла, материала режущей 

части резца, толщины среза, вида и условий обработ-

ки. Чем интенсивнее и нагруженнее условия резания, 

тем ниже износостойкость материала режущей части 

инструмента и тем меньше показатель относительной 

стойкости, характеризующий влияние стойкости на 

скорость резания m (для удобства в расчѐтах введена 

переменная q = 1/m). В справочных источниках по 

теории резания величина показателя относительной 

стойкости резца при обработке стали, стального ли-

тья и ковкого чугуна может быть принята равной 

0,125; для резцов, оснащѐнных пластинками твѐрдых 

сплавов, m = 0,125-0,3 (mср = 0,2); для серого чугуна 

0,1 [34]. И в том, и в другом случае принимается то-

карный резец (проходной) из быстрорежущей стали.  

В соответствии с теоремой Руффини-Абеля [35], 

можно гарантированно найти решение в радикалах 

для квадрата амплитуды 2A  вплоть до q = 9, сделав 

замену 
2a A : 
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где 
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 – рациональная 

часть членов ряда (может быть заменена на формулу 

приближенного вычисления рациональной части чле-

нов ряда 
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Из уравнения (10) можно получить уравнение 

амплитуды автоколебаний A, если подставить интере-

сующее значение q, обратно пропорциональное вели-

чине относительной стойкости резца m, приравнять 

его к нулю и найти корни полученного уравнения. 

Для q = 1 (q = 1/m) решение тривиально: n = 1. 

Выведем уравнение амплитуды автоколебаний 

при q = 2 
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где 
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Следовательно, 
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Тогда A a  , получаем 
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Очевидно, что нас интересуют только положи-

тельные корни, так как амплитуда строго не отрица-

тельна: 
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Следовательно, 1n  , чтобы подкоренное выра-

жение 1n   имело вещественные значения. 

Установим уравнение амплитуды автоколеба-

ний при q = 3 
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где 
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Следовательно, 
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Так как A a  , очевидно, что нас интересуют 

только положительные корни, так как амплитуда 

строго не отрицательна: 
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Тогда 1n  , чтобы 1n   имел вещественные 

значения. 

Установим уравнение амплитуды автоколеба-

ний для q = 4 
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Следовательно, 
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Так как A a  , очевидно, что нас интересуют 

только положительные корни, так как амплитуда 

строго не отрицательна. Также амплитуда должна 

иметь вещественные значения, подкоренное выраже-

ние 
5

1 0
6

n 
    также должно быть неотрица-

тельным. В результате для коэффициента избытка 

стойкости 1n   получаем следующее уравнение для 

амплитуды автоколебаний A: 
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Установим уравнение амплитуды автоколеба-

ний для q = 5 
 

 
 

1

5
m : 

4 2

2

0 0

60 2π 60 2π
1 (5,2) (5,1) ,

1000 1000

f f
n P a P a

v v

    
         

    
 (17) 

где 

   
22

1 5!
(5,1) 5,

2 5 2 ! 1!
P   

 
 

   
24

1 5! 15
(5,2) .

2 85 4 ! 2!
P   

 
 

Также принимаем во внимание, что значение ам-

плитуды A должно быть неотрицательным и иметь 

вещественные значения: 

01000 30 70 10
.

60 π 30

v n
A

f

   



                  (18) 

Особый интерес представляет уравнение коэффи-

циента изменения стойкости n при q = 8 

1
0,125

8
m
 

  
 

, так как такое значение величины 

показателя относительной стойкости резца рекомен-

довано при обработке стали, стального литья и ковко-

го чугуна.  
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Установим уравнение амплитуды автоколеба-

ний для q = 8 
 

 
 

1

8
m : 

22

1 0

60 2π
1 ( , ) ,

1000

q
k

k

k

f
n P q k a

v

 
  



  
     

   
  

где 

8 6

4 3

0 0

4 2

2

0 0

60 2π 60 2π
P(8,4) P(8,3)

1000 1000

60 2π 60 2π
P(8,2) P(8,1)

1000 1000

1 0.

f f
a a

v v

f f
a

v v

a n

    
        

    

    
        

    

   

 

Уточним, что: 

   
2 2

1 8! 126
P(8,1) 14,

92 8 2 ! 1!
   

 
 

   
4 2

1 8! 105 1
P(8,2) 26 ,

4 42 8 4 ! 2!
   

 
 

   
6 2

1 8! 35 3
P(8,3) 8 ,

4 42 8 6 ! 3!
   

 
 

   
8 2

1 8! 1 315 35
P(8,4) .

2 576 1282 8 8 ! 4!
    

 
 

В результате решения уравнения (10) методом 

Феррари [36] можно записать все восемь корней 

уравнения с использованием независимых перемен-

ных α, β и γ, таких что  α, β, γ 0,1 : 

   

   
 

γ 0

α 1

α β

1000
α,β,γ 1

60 2π

1 13056
1 48  1 96 8,

2 210 2 2 96

v
A

f

T T

T




  



 
       

  

 (19) 

где α, β и γ – независимые переменные, введѐнные 

для унификации записи решения уравнения 8-й сте-

пени в радикалах. Величина T является интегральной 

переменной, в которой 
5 96 128 405504

175

n
U

  
  и 

128 12672

35

n
V


  (U и V находятся решая методом 

Кардано [37] кубическое уравнение, приведенное к 

каноничной форме). Данная величина введена для 

краткости записи уравнения (19) и вычисляется по 

зависимости 

3 2 3 2

3 3 .
2 27 4 2 27 4

U V U U V U
T          

Таким образом, в результате аналитических вы-
числений получены частные случаи решения для урав-
нения коэффициента изменения стойкости n (9). Ос-
новными составляющими данного уравнения являют-
ся: показатель относительной стойкости m, характери-
зующий влияние стойкости на скорость резания; ча-
стота колебаний f; амплитуда автоколебаний А; ско-
рость резания v0. Имея численные значения этих тех-
нологических параметров, можно определять неиз-
вестные параметры процесса резания, а следовательно, 
и прогнозировать параметры качества поверхности, 
такие как шероховатость или волнистость. В данном 
исследовании предлагается определение высотного 
параметра волнистости шкива бесступенчатой транс-
миссии [6, 38-40]. В качестве эмпирической зависимо-
сти для прогнозирования параметров волнистости по-
верхности выбрана зависимость Жаркова (3) [8]. 

Полученные результаты и их обсуждение 

Для экспериментальной проверки предлагаемого 
решения уравнения (19) была произведена обработка 
шкива вариатора. Изготовление производилось на 
обрабатывающем центре с ЧПУ DMG MORI 
NTX1000. Для данного оборудования коэффициент 
изменения стойкости n = 1,00044. Обработка иссле-
дуемой поверхности шкива проводилась при помощи 
токарного резца с режущей частью из материала 
Т5К12В. Используемый резец имеет следующие па-
раметры режущей части: главный угол в плане – 30°, 
передний угол – 10°, угол наклона главного лезвия – 
5°, радиус при вершине – 2°. При проведении теоре-
тических расчетов принят диапазон низкочастотных 

колебаний 50-300f   Гц [1, 8]. 

В качестве заготовки для шкивов использовался 
прокат «Круг» диаметром 180 мм, материал соответ-
ствует заложенному производителем – сталь 45 в со-
ответствии со стандартом Российской Федерации. 
Режимы резания для обработки шкивов чистовым 
точением приведены в табл. 2 [6]. 

Экспериментальное исследование полученного 
микропрофиля шкивов проводилось при помощи 
профилометра CONTUROMATIC TS, представленно-
го на рис. 2. 

 

Рис. 2. Профилометр CONTUROMATIC TS 

Fig. 2. CONTUROMATIC TS Profilometer 
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Измерение параметров волнистости происходило 

в 4-х областях, равномерно распределенных по рабо-

чей поверхности шкива [5]. В результате получены 

следующие волнограммы поверхности (рис. 3). Вер-

тикальные значения волнограмм соответствуют вы-

сотному параметру волнистости Wi, горизонтальные 

значения волнограмм соответствуют шаговому пара-

метру волнистости Swi. 

Таблица 2. Параметры процесса обработки 

T a b l e  2. Machining process parameters 

Параметр обработки Образец №1 Образец №2 Образец №3 

Частота вращения шпинделя станка n1, об/мин  1100 1250 1300 

Подача s, мм/об 0,39 0,48 0,54 

Скорость резания при чистовом точении ν, м/мин 182 194 217 

Глубина резания t1, мм 1 1,2 1,25 

 
a 

 
б 

 
в 

Рис. 3. Волнограммы поверхности (×10
3
 мкм): а – волнограмма образца №1; б – волнограмма образца №2;  

в – волнограмма образца №3 

Fig. 3. Surface waveforms (×10
3
 µm): а is a waveform of sample No. 1; б is a waveform of sample No. 2;  

в is a waveform of sample No. 3 
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Также получены фотографии поверхности со 
шкивов, демонстрирующие качественный характер 
волнистости (рис. 4). Фотографии получены при по-
мощи цифрового микроскопа GVD с увеличением 
1500 раз. Имеющиеся неоднородности на структуре 
поверхности могут косвенно указывать на наличие 
автоколебаний, которые присутствуют на всех рас-
сматриваемых плоскостях. Эти автоколебания харак-
теризуются высокой частотой и низкой амплитудой, 
поэтому на фотографиях с цифрового микроскопа 
они незаметны по сравнению с оставленным следом 
резца. Характер их влияния на микрогеометрию шки-
ва детальнее рассмотрен на волнограммах. 

 

а 

 

б 

 
в 

Рис. 4. Фотографии поверхности (×1500): a – образец  
№1; б – образец №2; в – образец №3 

Fig. 4. Photographs of the surface (×1500): a is sample  
No. 1; б is sample No. 2; в is sample No. 3 

В соответствии с уравнением (19) получены следу-
ющие диапазоны значений амплитуды автоколебаний A: 

– образец №1 9-54A  мкм; 

– образец №2 10-58A  мкм; 

– образец №3 11-65A  мкм. 

Характер изменений значений амплитуды автоко-
лебаний A от частоты f для каждой из трех скоростей 
резания, использованных в эксперименте, показан на 
рис. 5. Зависимости носят степенной (гиперболиче-
ский) характер, при возрастании частот до 300 Гц зна-
чения амплитуды автоколебаний становятся примерно 
равными, независимо от скоростей резания v0, что мо-

жет свидетельствовать о переходе процесса формиро-
вания волнистости к процессу формирования шерохо-
ватости поверхности. 

 

Рис. 5. Значение амплитуд автоколебаний A  

от частоты f 

Fig. 5. The value of amplitudes of self-oscillations A  

for frequency f 

Результаты полученных экспериментальных 

средних значений высотного параметра волнистости 

Wz, а также теоретические значения волнистости по 

формуле Жаркова (3) приведены в табл. 3. В данном 

исследовании для прогнозной оценки волнистости от 

амплитуды автоколебаний выбрана формула Жарко-

ва, так как его исследования основывались на точе-

нии, и уже установлены эмпирические коэффициенты 

для аналогичного материала, из которого изготовле-

ны шкивы. 

Таблица 3. Результаты исследования микропрофиля 

шкивов 

T a b l e  3. Results of the study on the pulley microprofile 

Параметр волнистости 
Образец 

№1 

Образец 

№2 

Образец 

№3 

Экспериментальное  

значение высоты  

волнистости Wz, мкм 

66 117 179 

Теоретическое значение  

высоты волнистости Wz,  

мкм 

14-81 16-86 18-97 

 

Расхождение экспериментальных и теоретических 

результатов свидетельствуют о том, что волнистость 

поверхности является результатом не только колеба-

тельного процесса при резании, но также следствием 

геометрических параметров режущего инструмента (в 

данном случае углов резца). Данное направление явля-

ется результатом дальнейших исследований. 

Анализ полученных результатов позволил судить 

об адекватности предлагаемого подхода для прогно-

зирования значений амплитуд автоколебаний. Также 

результаты исследований позволяют осуществлять 

научно обоснованный выбор режимов резания ответ-

ственных поверхностей деталей машин с учѐтом тре-

буемых параметров волнистости. 
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Заключение 

Таким образом, в данной статье предложен анали-

тический подход для определения амплитуды автоко-

лебаний из уравнения коэффициента изменения стой-

кости резца. Коэффициент износостойкости определя-

ется параметрами технологической обработки и зави-

сит от амплитуды автоколебаний режущего инстру-

мента. Параметры автоколебаний металлорежущего 

инструмента в процессе токарной обработки форми-

руют параметры качества поверхностного слоя деталей 

машин, в данном случае шкивов бесступенчатой 

трансмиссии. Амплитуда автоколебаний может быть 

определена из коэффициента износостойкости режу-

щего инструмента. В данной работе предложен подход 

для определения волнистости поверхности путѐм ана-

литической оценки амплитуды автоколебаний в про-

цессе обработки в зависимости от режимов резания, а 

также определены и описаны их решения относитель-

но амплитуды в виде корней полиномов. В качестве 

экспериментальной проверки методики расчета фор-

мируемой волнистости в зависимости от значения ам-

плитуды автоколебаний были изготовлены шкивы ва-

риатора. Оценка получившегося микропрофиля произ-

водилась посредством снятия волнограмм. Произведе-

но сравнение расчетных значений высотных парамет-

ров волнистости и значений, полученных на практике. 
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