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Аннотация. Рассмотрены подходы к решению задачи определения идентифицируемости параметров ли-
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Введение 

Решение задач управления динамическими 
различными объектами предполагает использо-
вание математической модели исследуемого 
процесса. Математические модели, полученные 
на основе физических или каких-либо других 
законов, в практических приложениях, как пра-
вило, не всегда точно отражают исследуемые 
процессы. Поэтому для уточнения структуры и 
параметров математической модели применяют-
ся различные алгоритмы идентификации [1–3] и 
алгоритмы построения моделей. Алгоритмы па-
раметрической идентификации позволяют опре-
делить отдельные параметры матрицы модели, 
которая задана априори. В качестве алгоритмов 
построения моделей часто используются алго-
ритмы самоорганизации, нейронные сети и гене-
тические алгоритмы. 

В процессе функционирования динамиче-
ского объекта в меняющихся условиях некото-
рые параметры моделей могут существенно 
изменяться, поэтому их необходимо опреде-
лять с помощью алгоритмов идентификации. 
Точность определения параметров модели за-
висит от свойств матрицы модели и точности 
алгоритма идентификации. Выбор используе-

мого алгоритма идентификации определяется 
из соображений возможностей реализации в 
имеющемся вычислителе и особенностей про-
ектируемого объекта. Точностные характери-
стики наиболее популярных алгоритмов иден-
тификации известны. Исследование конкрет-
ных моделей на предмет качества идентифика-
ции параметров проводились опытным путем, 
и в общем случае применение такого подхода 
требует проведения серии сложных дорогосто-
ящих экспериментов. 

Другим способом решения задачи опреде-
ления качества идентификации является ана-
литический подход – разработка критерия ме-
ры или степени идентифицируемости. В от-
крытых публикациях информация о численных 
критериях степени идентифицируемости от-
сутствует. Иисследуем задачу принципиальной 
возможности идентификации, а затем перей-
дем к рассмотрению вопроса качества (эффек-
тивности) идентификации.  

Критерии идентифицируемости. Парамет-
рическая идентифицируемость представляет со-
бой возможность определения параметров мате-
матической модели системы по результатам из-
мерения определённых выходных величин в те-
чение некоторого интервала времени. Парамет-
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ры, вектор которых в дальнейшем обозначается 
через a, отличается от координат (вектор x) ско-
ростью изменения. Параметры считаются мед-
ленно изменяющимися величинами, а в идеаль-
ном случае постоянными 0 .a  

В соответствие с этим для задачи параметри-
ческой идентифицируемости непрерывного про-
цесса уравнения записываются в виде 

( , , , );
0;
( , , , ).

x f x u a t
a
z h x u a t

 

Функция u = u(t) в задаче идентифицируемо-
сти считается известной (точно измеряемой). 
Что касается вектора состояния x = x(t), то он 
может считаться либо неизвестным (подлежа-
щим определению по наблюдению той же век-
торной величины z), либо непосредственно точ-
но измеряемым. Данное условие относится к 
случаю, когда должно определяться условие 
наблюдаемости как x, так и а, что и является 
условием идентифицируемости. 

Известны различные способы определения 
меры (степени) идентифицируемости или усло-
вия определимости. 

Способ, предложенный Н.А. Балониным [1], 
позволяет определить принципиальную возмож-
ность осуществления процедуры идентификации. 

Модель линейной однородной системы име-
ет вид 

,x Ax  

где вектор состояния 0, (0).nx R x x  
Линейная однородная система называется 

полность идентифициремой по вектору состо-
яния, если при заданном векторе, начальных 
условиях x0 матрица параметров А может быть 
однозначно восстановлена за конечный отре-
зок времени идентификации по одной времен-
ной последовательности x=x(t). Иначе, пара 
(A,x0) полностью идентифицируема или иден-
тифицируема вполне, когда множество пар 
(A_,x0), объединенных общностью интеграль-
ной кривой x=x(t), x0=x(0), вырождается в точ-
ку А_=А. В противном случае пара неиденти-
фицируема. 

Необходимое и достаточное условие полной 
идентифицируемости пары (А,x0) состоит в сле-
дующем 

2 1
0 0 0 0 0[ ] [ , , ,..., ]nRank W Rank x Ax A x A x n . 

W0 – матрица идентифицируемости. 
Данный метод предполагает определение 

фундаментальной возможности идентификации 
параметров динамической системы. 

Известен метод, предложенный А.В. Бала-
кришнаном [2], основанный на конкретном кри-
терии идентифицируемости. 

Задана линейная модель сигнала: 

1

;
.

n n n

n n n

Cx N
x Ax BU

  (1) 

B – неизвестная матрица n p, A и C – извест-
ные матрицы n n и m n, Um – входная последо-
вательность p 1, Известна и наблюдаема дис-
персия белого шума. 

Пусть 

0

0
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Следовательно, .n n nL Z N  
Оценка безусловного максимума правдопо-

добия (ОБМП) задается выражением 
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ОБМП является асимптотически эффектив-
ной оценкой. Качество таких оценок асимптоти-
чески не зависит от начальных дисперсий. 

Для оценки (3) нужно использовать все име-
ющиеся данные и, кроме того, дополнительная 
трудность состоит в необходимости оценивания 
начального состояния. Теперь построим оценку, 
которая является последовательной, или «теку-
щей», и которая не использует какую-либо оцен-
ку состояния. Для этой цели необходимо пред-
положить, что выполнено следующее «условие 
определимости». 

Условие определимости (критерий иденти-
фицируемости) заключается в том, что предел 
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N
 существует и невырожден. 

Условие определимости также накладывает 
ограничение на входную последовательность, то 
есть при выполнении условия определимости (и 
устойчивости матрицы А) ковариационная мат-
рица погрешности *ˆ ˆ[( )( ) ] 0n nE B B B B  
при n . 

Вычисление идентифицируемости по данной 
методике предполагает сложные математические 
вычисления, поэтому практическое применение 
его затруднительно. 

Другой известный способ предполагает ис-
пользование критерия идентифицируемости, 
предложенного С.А. Айвазяном [3]. 

Рассмотрим некоторые наиболее важные ти-
пы ограничений. Предполагается, что априорные 
ограничения являются линейными однородными 
функциями, коэффициенты матрицы А могут 
быть однозначно восстановлены по матрице 
приведенной формы П. 

Пусть Ik – единичная матрица порядка KxK.  

Введем обозначение
k

П
W

I
. 

Соотношение ВП+Г=0 между структурной и 
приведенной формой теперь может быть записа-
но в виде AW=0. 

A – матрица порядка Gx(GxK); W – матрица 
порядка (G+K)xK. Имеющая ранг K. 

Пусть 1Ф=0, где Ф-матрица из G+K строк, 
имеющая столько столбцов, сколько ограниче-
ний. Например, пусть априори известно, что ко-
эффициент 12=0. Тогда один из столбцов мат-
рицы Ф имеет вид (0,1,0,…,0)T. Тогда элементы 
вектора 1 являются решением системы уравне-
ний 1[WФ]=0. 

В силу правила нормализации ( 11=0) для 
идентифицируемости первого уравнения необ-
ходимо и достаточно, чтобы пространство реше-
ний системы было одномерным, т.е.  

rank[WФ]=G+K-1. (4) 

Пусть L – число ограничений. Тогда [WФ] со-
держит K+L столбцов и для выполнения (4) необ-
ходимо, чтобы L G-1, то есть для идентифициру-
емости какого-либо из уравнений необходимо, 
чтобы число ограничений было не меньше числа 
уравнений модели, уменьшенного на единицу. 

Если имеются только исключающие ограни-

чения, т.е. априорная информация о равенстве 
нулю некоторых коэффициентов, то необходи-
мое условие идентифицируемости определенно-
го уравнения таково: число неизвестных, исклю-
ченных из уравнения, должно быть по меньшей 
мере равно числу уравнений минус единица. По-
следнее может сформулировано следующим об-
разом: число исключенных из уравнения экзо-
генных переменных должно быть не меньше 
числа участвующих в нем эндогенных перемен-
ных, уменьшенного на единицу. 

Сформулированные необходимые условия 
(так называемые правила порядка) в силу сво-
ей простоты являются весьма полезными при 
решении проблемы идентифицируемости, по-
скольку при построении модели они позволя-
ют сразу выявить неидентифицируемые урав-
нения. Однако эти условия могут оказаться 
далекими от достаточных. Необходимое и до-
статочное условие (4) не годится для проверки 
идентифицируемости модели, поскольку тре-
бует построения матрицы П. Тем не менее из 
него можно извлечь критерий идентифицируе-
мости и в терминах структурной формы (пра-
вило ранга). 

Первое уравнение системы идентифицируе-
мо тогда и только тогда, когда rank(АФ)=G-1. 
Это утверждение может быть выведено непо-
средственно из (5), но его можно получить из 
соображений, связанных с инвариантностью ко-
эффициентов при умножении структурной фор-
мы на допустимые матрицы. 

Вышеупомянутый метод идентификации 
подходит, скорее, для теоретических абстракт-
ных задач. 

Способ вычисления степени идентифи-
цируемости параметров на основе скалярно-
го подхода [4]. Рассмотрим математическую 
модель исследуемого динамического объекта, 
которая имеет следующий вид: 

1 1,k k kx Фx w   (5) 

где xk-1 – вектор состояния; wk-1 – вектор входно-
го шума; Ф – матрица модели. 

Часть вектора состояния измеряется: 

kkk vHxz , (6) 

где zk – вектор измерений; Н – матрица измере-
ний; vk – вектор измерительного шума. 

Для определения неизвестных параметров 
целесообразно использовать алгоритмы оцени-
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вания [4,5], например фильтр Калмана или его 
прямые адаптивные модификации.  

Судить о мере идентифицируемости можно 
по двум характеристикам: точности идентифи-
кации и времени сходимости. Критерий, по ко-
торому определяется степень идентифицируемо-
сти, имеет вид [5] 

* ,
i

i o
i

o

P r
P r

  (7) 

где P0 – дисперсия начального значения непо-
средственно измеряемой компоненты вектора 
идентифицируемых параметров a. 

В случае, когда не удается точно определить 
начальное значение дисперсии ошибки оценива-
ния, можно воспользоваться критерием степени 
идентифицируемости вида 

2

2 *

( )
.

( )

i
i

i i

M a r

M z r
 (8) 

Здесь М[(ai)2] – дисперсия произвольной i-й 
компоненты вектора параметров a; М[(zi)2] – 
дисперсия непосредственно измеряемой компо-
ненты вектора параметров; r = M[v2] – дисперсия 
исходного измерительного шума; 

В критериях степени идентифицируемости 
(7) и (8) мерой качества идентификации является 
скаляр. Эта особенность позволяет проводить 
сравнение степеней идентифицируемости ком-
понент векторов параметров матриц различных 
объектов.  

Таким образом, формализованные зависимо-
сти (7), (8) используются для определения сте-
пени идентифицируемости параметров матрицы 
Ф. Дисперсия исходного измерительного шума 
определяется из практических соображений в 
соответствии с режимом работы измерительной 
системы или принимается значение из паспорта 
измерительного прибора. Определенные слож-
ности возникают при вычислении приведенного 
измерительного шума. Однако при использова-
нии матрицы модели исследуемой системы ска-
лярного адаптивного алгоритма оценивания при 
идентификации параметров дисперсия приве-
денного измерительного шума вычисляется на 
каждом шаге функционирования алгоритма.  

С помощью численных критериев можно 
определить качество идентификации конкретных 
параметров матрицы модели динамического объ-
екта. О качестве идентификации или эффективно-
сти идентификации можно судить по двум харак-
теристикам: точности и времени идентификации. 
Имеется ввиду максимально достижимая точность 
идентификации и необходимое время до достиже-
ния заданной точности идентификации. 

Рассмотрим в качестве примера известные мо-
дели погрешностей инерциальной навигационной 
системы (ИНС) [4]. Определим степень идентифи-
цируемости параметра матрицы, содержащего g – 
гравитационное ускорение. В процессе полета g 
меняется при изменении высоты полета. Поэтому 
априорное значение 9,8 м/с2 требуется уточнять 
при изменении высоты полета ЛА.  

Сначала рассмотрим модель одного горизон-
тального информационного канала ИНС [4]. Сте-
пень идентифицируемости g достигает значения 
0,001. Затем исследуем модель, составленную для 
трех каналов ИНС. Эта модель включает пере-
крестные связи между информационными канала-
ми [4]. В этом случае степень идентифицируемо-
сти исследуемого параметра увеличивается и со-
ставляет 0,003. В соответствии с критерием (8) 
эффективность идентификации g будет выше в 

случае использования более 
подробной модели. Этот ре-
зультат подтверждается резуль-
татами математического моде-
лирования. 

 
 

Результаты математического моделирования 
скалярного алгоритма идентификации. 

На рисунке введены следующие обозначе-
ния:  1  –  оценка параметра g  с помощью ска-

* 1 2 2 2 2
0 0 0

1 1{ [( ) ]} 4 [( ) ] ( 1) { [( ) ]}
2 2

i i i i i
k k k kr p k M v M v p k p k M v   

– дисперсия приведенного измерительного шума. 
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лярного алгоритма идентификации с использо-
ванием модели одного канала ИНС, 2 – оценка 
параметра g при использовании модели трех 
каналов ИНС. 

Как видно из графиков, точность идентифи-
кации при использовании модели погрешностей 
для трех каналов ИНС на 12% выше, чем точ-
ность идентификации при использовании моде-
ли погрешностей одного канала ИНС. 

Заключение 
Исследованные численные критерии степени 

идентифицируемости конкретных параметров 
матрицы модели динамического объекта име-
ют ясный физический смысл, отличаются про-
стотой, универсальностью, позволяют вычислять 

качество идентификации параметров в виде ска-
ляра и удобны при использовании в практиче-
ских приложениях. 
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